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Definicion implicita de funciones

Frecuentemente, sabemos que una variable y depende de otra
variable z, pero no poseemos una funcién y = f (),
“explicita en y". En lugar de ello, tenemos

G (z,y) =0,

que define implicitamente:

@ la y en funcién de la z, o bien

@ la z en funcién de la y.

Ejemplo: 2* +y* —4 =0

Para que exista y = f () se han de cumplir ciertas
condiciones. En el ejemplo, no existe y = f (z) en torno a
z = 2 (la circunferencia es vertical) [pero si existe x = h(y)]
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Teorema de la funcion implicita en dos variables

Sea G : R? — R una funcién C'. Sea (79, 1) un punto
solucién de G (z,y) = 0. Si 9G /0y # 0 en (19, yo), entonces
existe algin conjunto abierto U C R/1 € U tal que

Af:U—->Rz—y=f(z)/G(z,f(z)=0 VzeU.

Diferenciando G (z, y) = 0, calculamos facilmente la derivada
de la funcién:
dy Gy
Gydr+ Gydy=0 = —=——
o Gydy dx G,
Basicamente, el teorema de la funcién implicita pide que
Gy|(fm’y0) # 0, es decir, que y = f (z) no se haga vertical en

(%0, Y0), y que (2o, yo) no sea un punto singular
(G, = G, =0).
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Calculo de y = f (x). Continuacién de la solucién |

No siempre es posible “despejar” analiticamente (o hacer
“explicita”) la dependencia funcional y = f (z), pero podemos
obtenerla numéricamente. A este proceso se le conoce
como continuacién de la solucién a partir de (o, yo).

@ Comenzamos en un punto solucién conocido, (7, 4o)-

@ Nos movemos en z: 1, = 19 + Az, con Az dado. Queda
fijado ;.

© Puesto que yo = f (%), es de esperar que [ (z1) =~ yo.
Utilizamos 1, como aproximacion inicial para calcular
y; con el método de Newton (o similar), a partir de la
ecuacién G (z1,y) = 0.

© Ya tenemos un nuevo punto de la curva de f, i.e.,
(71, 1)

© Repetimos el proceso para calcular (23, )
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Calculo de y = f (z). Continuacion de la solucién

1 fx)

" | Newton en v
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Continuacién mejorada |

A veces, utilizar y, de la solucién anterior como aproximacion
inicial para el Newton actual no es suficientemente bueno.

@ Al movernos Az en z, es de “esperar” que y cambie en
una cantidad:

Ay = @Ai
dx

@ Entonces, una aproximacion inicial mucho mejor para
el nuevo punto es yy + (dy/dz) Ax

@ La derivada dy/dz la calculamos sencillamente de
dG (z,y) = Gpdz + Gydy = 0= dy/dz = -G,/ G,
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Continuacién mejorada |l
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Implementacion

©Q Declarar x(0:n), y(0,n). Dar valores al vector x
(e.g., puntos equiespaciados)

@ Dar valor a y(0) (la solucién conocida)

@ En un bucle en i, desde 1 hasta n:
® Tomar z = y(i-1)+Ay (opcionalmente) como

condicién inicial para hallar y (i)

©® Lanzar un Newton para resolver G(x(i), z) = 0
(con subrutina — mejor, — o con un bucle ahi mismo)

@ Guardar la solucién obtenida en y (i)

@ Escribir los vectores x, y en un archivo para dibujar
y = f(z) (con Excel)
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Teorema de la funcién implicita general

Ahora tenemos m ecuaciones, asi que — en principio —
podemos despejar las m incégnitas y; que elijamos en
funcién de las z; restantes:

Gy(21, Ty Ty Y1, Y2 oo - Ym) =0
Gy (21, %2, T Y1, %2 -+ - Ym) = 0

G (21, T2,y T Y1, Yoo oY) = 0

Sea G:R"™ - R™ x,y — G (x,y), conx € R"y

y € R™, una funcién vectorial C'. Sea (z, y,) un punto
solucién de G (z,y) = 0. Si la matriz Jacobiana respecto
a y cumple |[0G/0y| # 0 en (xo, y,), entonces existe algiin
conjunto abierto U C R"/x, € U tal que

Af:U—->R"Nze—y=Ff(z)/G(x,f(x))=0 Vxecl.



Derivadas en el caso general

Diferenciando todas las ecuaciones G; (z, y) = 0, podemos
despejar todas las derivadas parciales dy;/0x; a partir del
sistema lineal

Glxl dIl + ...+ Glzn dIn -+ G1y1 dyl + ...+ Glym dym =0
Ggml dxl + ...+ ngndxn + G2y1 dyl + ...+ GQymdym =0

Gz dzy + ...+ G, dzy + Gy dyn + ...+ Gy Ay, = 0

oG oG <8G>‘10G
= - de = dy,

—dx=——dy
oz T oy oy | oz
de donde podemos identificar:
0 O 0 .
dy, = <8ii> dx; + (6;) dry+ ...+ (62) dx,; etcétera.
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