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Informatica |l

o Profesor: Mario Merino (mario.merino@upm.es)

@ Tutorias: Miércoles de 11:00 a 13:00 y de 15:00 a 17:00

@ El segundo cuatrimestre consta de 6 clases tedricas, 6
clases practicas no evaluables, y 3 practicas evaluables.

@ Las clases presenciales son solo una pequeiia parte de
la asignatura; el punto central es el trabajo individual

e Antes de cada clase: leer el tema, juntar dudas para
preguntar
o Después: hacer los problemas para casa, ir a tutorias

@ Prestad atencién a los avisos del moodle (incluye normas
de evaluacién, y el planning diario).

e Estas transparencias estan disponibles en
web.fmetsia.upm.es/mario
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Informatica Il: Calculo Numérico

i Qué es el Calculo Numérico?

e Resolver problemas complejos (normalmente de forma
aproximada, y haciendo uso de todo tipo de trucos a
nuestra disposicién), inabordables analiticamente

e Diseiar e implementar algoritmos para resolver dichos
problemas en un ordenador, de forma eficiente, haciendo
uso minimo de recursos (RAM), y de la forma mas
rapida posible

e Comprender los errores numéricos (truncacién,
redondeo...) que se cometen al resolver, y encontrar
maneras de reducirlos lo mas posible.

Es una herramienta importantisima en la ingenieria actual.
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Ejemplos de Calculo Numérico

Ejemplos practicos donde el CN se hace necesario:
@ Calcular integrales

/arc cos (1 — \/E) / [1 — 2% exp (—x2)} dz

Resolver ecuaciones

rarctany = x — 2

Integrar ecuaciones diferenciales (ordinarias/parciales)

du/dt = t\/u? + sin® ¢

Hallar autovalores, autovectores de matrices gigantes
Ax = \x

Resolver sistemas de ecuaciones lineales gigantes
AX =B



Nota aclarativa sobre Fortran

o El calculo numérico no asume un lenguaje de
programacioén concreto: podriamos hacer todo en C++,
Fortran, Matlab, Python...

e No obstante, Fortran esta muy indicado para el calculo
numeérico: es rapido y esta preparado para trabajar con
matrices.

Ya sabéis programar en Fortran basico. Lo usaremos
intensivamente en este cuatrimestre.

@ Es imprescindible que empecéis sin dudas sobre el
funcionamiento de Fortran. jVenid a tutorias!

@ En esta parte de la asignatura (casi) no aprenderemos
mas Fortran. Utilizaréis lo que ya conocéis para
resolver problemas reales.
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Sistemas de Ecuaciones Lineales

Los sistemas de ecuaciones lineales AX = B aparecen

constantemente en la ingenieria
Ejemplo: la deformaciéon & de una estructura con matriz de rigidez
K sometida a unas fuerzas F estd dada por K6 = F

Sea A una matriz cuadrada regular de dimensién n > 1.
iCémo resolvemos AX = B? jCuanto tardamos?

e jlnvirtiendo la matriz? ¢t = O (n?)
@ ;jReduciéndolo a sistema triangular (Gauss)? ¢t = O (n?)
@ ;Usando la regla de Cramer? t = O [(n + 1)!]

.Y esto realmente importa? Si n = 1000, Gauss tarda 1 ms,
Cramer tarda 10%°°! afos (en un ordenador corriente de 1
TFLOP)

Mario Merino Martinez Informatica Il



El método LU

Realmente, O (n?) es lo més répido que sabemos resolver
AX = B.

El método LU es basicamente Gauss. Se basa en
descomponer la matriz A en dos matrices triangulares (una
triangular inferior, otra superior), de forma:

A=LU

Esto también tarda O (n?), pero posee dos ventajas
adicionales:

@ Podemos aplicar una lnica factorizaciéon para resolver
varios problemas AX = By, AX = B,, etc. Resolver
tarda O (n?).

@ Es posible almacenar las matrices L'y U de una forma
muy econdémica (sobreescribiendo A), de forma que casi
no se necesita memoria adicional (ni siquiera temporal)
para calcularlas (esto no es posible con A71).
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Primera etapa: Factorizacién LU

El método LU consta de dos etapas (factorizacién y
substitucién)

Para resolver AX = B, primeramente factorizamos
A = LU de la forma (para n = 3):

a1 @12 @13 Li O 0 1w w3
21 Q22 Q23 | = b1 by O 10 1 Uo3
a31 Gz (33 31 b3 lss 0 0 1

(nétese que hemos tomado u;; = 1. Si no, habria n? +n
incégnitas para n® ecuaciones. Equivalentemente, podriamos haber

elegido e.g. l;; = 1)

Los [;; y los u;; pueden calcularse sucesivamente de forma
directa: e.g. lll = 11, U2 = alg/lll, etc.
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Segunda etapa: Substitucion LU

Una vez hemos calculado Ly U, tenemos que resolver

LUX =B

Q@ Llamamos Y = U X, y asi nos queda:

LY =B

© Resolvemos este sistema triangular (trivial) para obtener
Y. Entonces, hallamos X resolviendo un segundo

sistema triangular:
UX=Y

Nétese que la factorizacion LU depende sélo de A, y que el B
concreto que tengamos solo importa en la etapa de
resolucion.
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Factorizacion LU (1)

iComo podemos calcular L y U de forma eficiente?

ap; Q12 13 Lhi O 0 I ue w3
21 Q22 Q23 = b1 by O -1 0 1 Uo3
ag1  Gz2 (33 31 b2 33 0 0 1

Multiplicando la primera columna de U por L obtenemos
cuanto vale la primera columna de L:

hi=an; by =an; 51 =as
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Factorizacion LU (II)

Ya tenemos lj1, b, l33 (en negrita)

ay; Q12 @13 li, 0 0 1w w3
a1 G Gy | = | b1 by O 10 1 ugs
azy 4z (33 lsg1 Il 33 0 0 1

Multiplicando la primera fila de L por U obtenemos cuanto
vale la primera fila de U:

U2 = a12/111; Uiz = (l13/111
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Factorizacion LU (lI1)

ay;; G2 a3 lLa 0 0 I wa ws
az1 (22 (G23 =|lb1 b O -1 0 1 U3
asy @32 Q33 lsg1 I 33 0 0 1

Ahora, multiplicando la segunda columna de U por L
obtenemos cuanto vale la segunda columna de L:

bo = a9 — biur;  lsa = azy — B2

Obsérvese que cada nuevo elemento [; 6 u; que calculamos
depende s6lo de A y de los elementos ya conocidos de Ly U.
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Factorizacion LU (V)

Continuamos del mismo modo (columna, fila, columna, fila...):

a;; a2 a3 Ly 0O 0 1 w2 wss
az1 Q22 23 =]l Ly O -1 0 1 U23
az1 azz (33 lsg1 Il 33 0 O 1

La segunda fila de L por U proporciona:

Uz = (023 - 121U13) /122

La tercera columna de U por L proporciona:

lsg = ags — l31u13 — l3aun3
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Generalizacién (1)

Para mayor 7, el procedimiento es idéntico: usando
multiplicaciones por columnas de U vy por filas de L
conseguimos resolver las dos matrices de forma directa.

Elementos de A Elementos de L Elementos de U
utilizados calculados calculados
2 i=1 2 i=1
4 4
6 6
i=k i=k
135 A = |13 L U
i=n
- < e — <
I Il Il I Il
~ =~ ~ e~
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Generalizacion (Il)

@ Lacolumnakde Les(i=k,...,n):
k-1
Ik = am — Y linun
h=1

o Lafilakde Ues(i=k+1,...,n):

k-1
Uk = (aki - Z Zkh“hi) / Uik
h=1

El problema: ;qué pasa si algin i, = 07 entonces hay que
acondicionar primero la matriz A, reordenando filas y/o columnas
(proceso de pivotado) — no lo veremos aqui, pero preguntadme
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Substitucion LU (1)

Una vez tenemos Ly U, resolvemos LUX = B en dos pasos
(resolviendo LY = B primero y UX = Y después).
@ Primer paso: LY = B:

Lhi 0 0 Y1 by
b1 by O Ly | = b
31 b2 33 Y3 bs

Hallamos de forma directa (i.e., las ecuaciones no estan
acopladas):

h = b1/l11; Y2 = (bz - l21y1)/122;
Ys = (53 —lg1n — 132112) /133
Generalizacion:
k—1
Yk = <bk -3 lkhyh> /
h=1
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Substitucion LU (I1)

Una vez tenemos Ly U, resolvemos LUX = B en dos pasos
(resolviendo LY = By después UX = Y).
e Segundo paso: UX = Y-

L wa w3 7} (0
0 1 U23 . T2 = Yo
0 0 1 T3 Y3
De donde (resolviendo en orden n,n — 1,n—2,... 1):

T3 = Y3; T2 = Yo — U3T3; 1 = Y1 — U12T2 — U313

Generalizacion:

n
T = Yk — Z Ugh Th,
h=k-+1
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Almacenaje de L y U sobre A

o Interesantemente, una vez utilizado un a;; para calcular
el correspondiente l;; 6 u;;, nunca mas vuelve a ser
utilizado.

@ Puesto que los “0" y “1" de las matrices L, U son
siempre los mismos, esta propiedad nos permite guardar
las matrices L y U a medida que las vamos
calculando, de forma muy compacta y econdémica,
sobreescribiendo la matriz A:

aj; G2 13 hi wa w3
ap1 (e Gz | — | b1 bo  usg
agiy azz2 433 lsn o 33

@ Del mismo modo, podemos sobreescribir B con Y,y
luego con X.
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Resumen

El método LU es una manera rapida y eficaz de resolver
AX = B (con A cuadrada regular).

Consta de dos etapas: factorizacion (A= LU)y
substitucion (LY = B, UX =Y)

La factorizacién, ¢t = O (n?), puede hacerse
sucesivamente de forma directa (ecuaciones no acopladas)

La substitucién, ¢ = O (n?), también es directa (dos
sistemas triangulares). Podemos resolver para varios B

Si no nos importa perder la matriz A, las matrices L y
U pueden irse guardando encima de A segiin se
calculan, ya que una vez utilizado un elemento de A, no
vuelve a hacer falta (y también Y, X encima de B).
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